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Resumo—Due to edge effects, real capacitors have capacitances
that do not match the capacitance of ideal capacitors. In
engineering projects that require accurate capacitance values,
the use of the ideal formula is not recommended. Mathematical
modeling and numerical methods applied in computers allow the
simulation of several systems. In this work, perturbation theory
is used as a mathematical tool, and the finite element method as a
numerical method, to propose an equation capable of calculating
the capacitance value of non-ideal capacitors.

Index Terms—Perturbation theory, Finite element method,
FEMM, Edge effects, Parallel plate capacitor.

I. INTRODUÇÃO

No campo da engenharia elétrica os capacitores de pla-
cas paralelas são aplicados em diversas áreas de sensoria-
mento, como de proximidade, pressão e presença. Em cursos
introdutórios o capacitor é apresentado como um simples
componente eletrônico, mas, na realidade, apresenta diversos
problemas, pois sua capacitância é sensı́vel e pode se desviar
substancialmente dos valores teóricos [1].

A capacitância de um capacitor ideal de placas paralelas é
dada em (1) [2]. No entanto, está equação é valida para um
capacitor ideal em que o campo elétrico ®� está estritamente
confinado entre as placas e é perpendicular a elas [3].

�8 =
YAY0�

3
(1)

O processo de fabricação de capacitores não é um problema
do ponto de vista tecnológico, mas a determinação correta da
sua real capacitância é um desafio [4]. Este desafio se deve,
principalmente, aos efeitos de borda que ocorrem em capaci-
tores reais e são desconsiderados na equação da capacitância
ideal.

Os efeitos de borda ocorrem em capacitores reais devido a
distribuição não uniforme das cargas na superfı́cie das placas
[1]. Nas bordas das placas a densidade de carga tende a ser
maior, o que contribui para um campo elétrico mais intenso
nas bordas, evidenciando que as linhas de campo elétrico fora
do capacitor não devem ser negligenciadas [4].

Para problemas bidimensionais, a distribuição do potencial
elétrico + , e do campo elétrico ®� , de um capacitor pode ser

determinada pela solução da equação de Laplace [5], descrita
em (2).

m2+

mG2 +
m2+

mH2 = 0 (2)

Neste trabalho a equação de Laplace é solucionada numeri-
camente a partir do método dos elementos finitos (MEF) a par-
tir do programa FEMM (Finite Element Method Magnetics).
Além de ser possı́vel observar os efeitos de borda, a carga
total em cada uma das placas também é dada pelo programa
FEMM, o que possibilita comparar o capacitor simulado com
o ideal.

O objetivo deste trabalho é propor uma equação que con-
sidera os efeitos de borda no calculo da capacitância. Esta
equação é obtida com o auxilio do método dos elementos
finitos e da teoria da perturbação ao se considerar os efeitos
de borda como uma perturbação do caso ideal.

II. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O MEF é um método numérico empregado na solução de
problemas de valor de contorno (PVC) descritos por equações
diferenciais e com um conjunto de condições de contorno
[6]. Entre as diversas condições de contorno, se destacam as
condições de Dirichlet e Neumann [7].

A principal ideia do MEF é discretizar todo o domı́nio do
PVC em pequenos subdomı́nios conhecidos como elementos,
e aproximar a solução a partir de uma função de interpolação
em cada elemento [6].

O MEF pode ser formulado tanto pelo método dos resı́duos
ponderados quanto pelo método variacional [8]. O método
dos resı́duos ponderados é mais simples do ponto de vista
matemático, e parte diretamente da equação diferencial que
define o problema.

Uma equação diferencial pode ser representada simbolica-
mente como descrito em (3) [8], no qual ! representa um
operador diferencial, D é a função solução desconhecida e, ?,
é a função das fontes dentro do domı́nio.

! (D) = ? (3)
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O MEF formulado a partir do método dos resı́duos pon-
derados consiste em substituir a função solução D por uma
função de interpolação e, em seguida, multiplicar a equação
diferencial por uma função F conhecida como função de
ponderação [8]. Pela aproximação de Galerkin, a função de
ponderação é igual a função de interpolação [6]. Por fim, a
equação é integrada ao longo de todo o domı́nio Ω4 de cada
elemento, como em (4).∫

Ω4

F!
©­«

#∑
9=1
2 9a 9

ª®¬ 3Ω4 =

∫
Ω4

F 5 3Ω4 (4)

Desenvolvendo-se a Equação (4), no final se chega a um
sistema matricial de equações algébricas que, após a sua
solução, descreve o comportamento da função D ao longo de
todo o domı́nio do problema.

III. TEORIA DA PERTURBAÇÃO

A teoria da perturbação é o estudo do efeito de pequenos
distúrbios sobre um problema matemático [9]. A aplicação
da teoria da perturbação se baseia em identificar um pequeno
parâmetro _, denominado parâmetro de perturbação, de tal
modo que quando _ = 0 o problema possui uma solução
conhecida [10].

Como exemplo da aplicação da teoria da perturbação, se
pode considerar a equação algébrica dada em (5) [11].

G = 1 + _G3 (5)

Quando o parâmetro de perturbação é nulo (_ = 0) a solução
de (5) é dada de acordo com (6).

G = 1 (6)

A diferença entre (5) e (6) é que a primeira corresponde a
uma equação perturbada, enquanto a outra é uma equação não
perturbada [12].

Problemas que possuem solução analı́tica quando _ = 0,
podem ter sua solução para pequenos valores de _ expandida
em uma série de potências de _ [11], como descrito em (7).

G = 1 + _G1 + _2G2 + _3G3 + · · · (7)

Na maior parte das aplicações, considera-se apenas um
ou dois termos da expansão em série de potência [12]. A
justificativa para ignorar termos de maior ordem se deve ao
fato de que na teoria da perturbação se assume que 0 < _ < 1,
portanto _2 < _, e assim por diante, além de que, quanto mais
termos são considerados maiores se tornam os cálculos [13].

Mesmo que um problema não contenha um parâmetro _,
a depender da sua complexidade, as vezes é aconselhável
introduzir o parâmetro de perturbação de modo que quando
_ = 0 se tem o problema original sem perturbação [10],
já que os métodos de perturbação são capazes de produ-
zir uma aproximação analı́tica que depende da solução sem
perturbação [9].

Por fim, se pode resumir que a teoria da perturbação pode
ser aplicada para encontrar uma aproximação a um problema
real a partir da sua formulação ideal.

IV. EFEITOS DE BORDA TRATADOS COMO UMA
PERTURBAÇÃO

Neste trabalho se considera somente capacitores de placas
paralelas quadradas e que possuem como dielétrico o ar,
além de que as simulações são feitas somente no espaço
bidimensional. Dito isso, a Figura 1 ilustra um capacitor de
placas paralelas e a distribuição do seu campo elétrico. A partir
desta ilustração, é possı́vel observar o campo elétrico fora da
região interna do capacitor que é desconsiderado no caso ideal.

Density Plot: |E|, V/m

8.336e+003 : >8.775e+003
7.898e+003 : 8.336e+003
7.459e+003 : 7.898e+003
7.020e+003 : 7.459e+003
6.581e+003 : 7.020e+003
6.143e+003 : 6.581e+003
5.704e+003 : 6.143e+003
5.265e+003 : 5.704e+003
4.826e+003 : 5.265e+003
4.388e+003 : 4.826e+003
3.949e+003 : 4.388e+003
3.510e+003 : 3.949e+003
3.071e+003 : 3.510e+003
2.633e+003 : 3.071e+003
2.194e+003 : 2.633e+003
1.755e+003 : 2.194e+003
1.316e+003 : 1.755e+003
8.775e+002 : 1.316e+003
4.388e+002 : 8.775e+002
<0.000e+000 : 4.388e+002

Figura 1. Efeitos de borda em um capacitor de placas paralelas quadradas

Devido aos efeitos de borda serem analisados numerica-
mente a partir do programa FEMM, a capacitância obtida
se desvia em relação a capacitância real medida por um
analisador de impedâncias, por exemplo, já que se desconsi-
dera interferenciais que ocorrem em aplicações práticas, como
variações de temperatura. Portanto, a capacitância ideal �8 é
comparada com a capacitância �B resultante da simulação, que
é tomada como referência. Como o programa FEMM estima
a quantidade de cargas em cada uma das placas do capacitor,
a capacitância simulada é definida como em (8).

�B =
&

+
(8)

Considerando-se os efeitos de borda como uma perturbação
em relação ao caso ideal, se pode definir uma capacitância
de aproximação �0?A G como sendo constituı́da pela soma
de duas parcelas, sendo a primeira a própria capacitância
ideal, e a segunda sendo a capacitância ideal multiplicada pelo
parâmetro de perturbação _, de acordo com (9).

�0?A G = �8 + _�8 (9)

A capacitância �0?A>G é uma aproximação à capacitância
simulada �B ao se considerar os efeitos de borda como uma
perturbação ao caso ideal. Caso o parâmetro de perturbação _
seja nulo, se tem a equação sem perturbação que corresponde
ao caso ideal descrito em (1).

Na Equação (9) o parâmetro de perturbação tem por objetivo
inserir uma perturbação na capacitância ideal. É importante ter
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em mente que para cada configuração de capacitor, se tem um
parâmetro de perturbação de valor diferente, ou seja, o grau de
perturbação no modelo ideal depende do problema em análise.

V. DEFINIÇÃO DO PARÂMETRO DE PERTURBAÇÃO EM
FUNÇÃO DAS CARACTERÍSTICAS FÍSICAS DO CAPACITOR

Uma maneira de definir o valor do parâmetro de perturbação
_, é substituir o valor de �B , encontrado pelo MEF, em (9). No
entanto, este processo deve ser feito a todo momento em que
um capacitor diferente for analisado, além de ser um método
pouco prático.

Como mencionado anteriormente, ao se ter uma solução
analı́tica conhecida quando _ = 0, é possı́vel expandir o
problema em uma série de potências de _, tomando-se a
solução analı́tica como o primeiro termo da série. No en-
tanto, a Equação (9) permite uma abordagem diferente que
possibilita definir o parâmetro de perturbação em função das
caracterı́sticas fı́sicas do capacitor. Desta forma é possı́vel
estimar um valor para o parâmetro de perturbação para cada
caso apenas com os dados construtivos do capacitor.

Como a capacitância �B é conhecida, e obtida a partir de
simulações, a sua substituição em (9) resulta em (10).

_ = −1 + �B

�8

(10)

É possı́vel notar, em (10), que quando �B for igual a �8 ,
o parâmetro de perturbação _ é igual a zero, o que faz (9)
descrever a capacitância de um capacitor ideal. Além disso, a
fração mantém o parâmetro de perturbação adimensional.

Para a definição de _ em função de parâmetros construtivos
do capacitor, se analisa o comportamento da fração �B/�8 em
relação as variações de ; e 3, no qual ; é o comprimento de um
dos lados do capacitor em milı́metros e, 3, é a distância entre
as placas também em milı́metros. Para esta análise, estudou-
se um conjunto de 72 dados com 80 << ≤ ; ≤ 150 << e 3
variando de 10% de ; à 80% de ;.

A Figura 2 ilustra os valores amostrais e a superfı́cie de
ajuste, no qual �B/�8 é representado por : para simplificar a
notação.

Figura 2. Superfı́cie de interpolação de : em função de ; e 3

A superfı́cie de ajuste ilustrada na Figura 2 é descrita em
(11). Seu '2 (coeficiente de determinação), valor que mede o
quão próximo os pontos amostrais estão da curva de ajuste, é
de 0, 9956.

: = 1, 373 ·
(
1 + 3

52, 370

)
·
(
1 − ;

456, 900

)
(11)

Substituindo (11) em (10), se obtém o parâmetro de
perturbação dado em (12).

_ = −1 + 1, 373 ·
(
1 + 3

52, 370

)
·
(
1 − ;

456, 900

)
(12)

VI. RESULTADOS E DISCUSSÃO

Com o resultado expresso em (12), o parâmetro de
perturbação pode ser estimado a partir do comprimento ; da
placa, em milı́metros, e da distância 3 entre as placas, também
em milı́metros.

Para a comparação de resultados, a capacitância �B obtida
a partir do programa FEMM é comparada com a capacitância
�0?A G dada em (9), no qual o parâmetro de perturbação é
estimado a partir de (12).

A Figura 3 ilustra os valores obtidos para quatro tamanhos
diferentes de placas com a distância 3 variando entre 10% e
80% do comprimento da placa. Como se pode observar, devido
aos efeitos de borda, a capacitância ideal se mantém abaixo
da capacitância simulada �B e da capacitância �0?A G .

Para cada uma das quatro configurações de capacitor, o erro
relativo percentual é calculado como em (13), tomando-se a
capacitância �B como referência.

�AA>'4;%4A =
|�B − �0?A G |
|�B |

· 100% (13)

A Tabela I lista os maiores e menores erros relativos
percentuais para as quatro configurações de capacitores com
suas capacitâncias ilustradas na Figura 3.

Tabela I
ERROS RELATIVOS PERCENTUAIS

; [<<] Maior Erro [%] Menor Erro [%]
80 5, 318 0, 602
115 1, 371 0, 143
130 2, 467 0, 227
150 6, 165 0, 226

A Figura 4 ilustra o comportamento do parâmetro de
perturbação _, para um capacitor com placas de dimensões
; = 80 <<, a medida em que a distância entre as placas
aumenta. O que não é interessante se observar aqui é o seu
comportamento linear, já esperado de acordo com (12), mas
o fato de que o parâmetro de perturbação tende a ser maior a
medida em que a distância entre as placas aumenta.

Como mencionado anteriormente, o propósito do parâmetro
de perturbação em (9) é o de inserir um grau de perturbação
no modelo ideal. A Figura 5 ilustra um capacitor de placas
paralelas com placas de dimensões de 150 << e distâncias
de 20 << e 90 << entre as placas. Para o capacitor com
distância menor entre as placas, de 20 <<, é nı́tido que o
campo elétrico é mais uniforme entre as placas e os efeitos
de borda são de menor magnitude. Já para o caso em que a
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Figura 3. Valores de capacitância para quatro configurações diferentes de placas
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Figura 4. Comportamento do parâmetro de perturbação _ em relação a
distância 3 entre as placas do capacitor

distância é maior, de 90 <<, a distribuição do campo elétrico
é menos uniforme entre as placas, além de que os efeitos de
borda passam a ser mais significativos. Portanto, o aumento do
valor do parâmetro de perturbação está em concordância com
aumento dos efeitos de borda a medida em que a distância
entre as placas se torna maior.

VII. CONCLUSÃO

Neste trabalho se mostrou que a capacitância ideal difere da
capacitância de um capacitor real devido aos efeitos de borda.
Uma breve explicação do método dos elementos finitos e da
teoria da perturbação foi apresentada.

Com a aplicação da teoria da perturbação, se demonstrou
um novo método de abordagem dos efeitos de borda ao
considerá-los como uma perturbação no capacitor ideal.

Com o auxı́lio do método dos elementos finitos, e a partir da
análise de um conjunto de dados, se obteve uma equação para

Density Plot: |E|, V/m

9.913e+003 : >1.043e+004
9.391e+003 : 9.913e+003
8.869e+003 : 9.391e+003
8.347e+003 : 8.869e+003
7.826e+003 : 8.347e+003
7.304e+003 : 7.826e+003
6.782e+003 : 7.304e+003
6.261e+003 : 6.782e+003
5.739e+003 : 6.261e+003
5.217e+003 : 5.739e+003
4.695e+003 : 5.217e+003
4.174e+003 : 4.695e+003
3.652e+003 : 4.174e+003
3.130e+003 : 3.652e+003
2.609e+003 : 3.130e+003
2.087e+003 : 2.609e+003
1.565e+003 : 2.087e+003
1.043e+003 : 1.565e+003
5.217e+002 : 1.043e+003
<0.000e+000 : 5.217e+002

Density Plot: |E|, V/m

4.313e+003 : >4.540e+003
4.086e+003 : 4.313e+003
3.859e+003 : 4.086e+003
3.632e+003 : 3.859e+003
3.405e+003 : 3.632e+003
3.178e+003 : 3.405e+003
2.951e+003 : 3.178e+003
2.724e+003 : 2.951e+003
2.497e+003 : 2.724e+003
2.270e+003 : 2.497e+003
2.043e+003 : 2.270e+003
1.816e+003 : 2.043e+003
1.589e+003 : 1.816e+003
1.362e+003 : 1.589e+003
1.135e+003 : 1.362e+003
9.080e+002 : 1.135e+003
6.810e+002 : 9.080e+002
4.540e+002 : 6.810e+002
2.270e+002 : 4.540e+002
<0.000e+000 : 2.270e+002

Figura 5. Comparação da distribuição do campo elétrico de um capacitor
com ; = 150 << e distâncias de 20 << e 90 <<

a estimação do parâmetro de perturbação em função das ca-
raterı́sticas construtivas do capacitor. Os resultados analisados
se mostraram satisfatórios.

Neste trabalho, os dados analisados se restringiram a capaci-
tores com dimensões de placas de 80 << à 150 <<. Resulta-
dos mais precisos para uma maior variedade de configurações
de capacitores podem ser obtidos ao se analisar uma maior
quantidade de dados.

Uma das maneiras de amenizar os efeitos de borda em
aplicações práticas, é a instalação de placas auxiliares nas
bordas do capacitor conhecidas como capacitor de guarda.
Estas placas não devem encostar no capacitor, devendo ser
instaladas a uma distância mı́nima possı́vel.
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