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Resumo—Due to edge effects, real capacitors have capacitances
that do not match the capacitance of ideal capacitors. In
engineering projects that require accurate capacitance values,
the use of the ideal formula is not recommended. Mathematical
modeling and numerical methods applied in computers allow the
simulation of several systems. In this work, perturbation theory
is used as a mathematical tool, and the finite element method as a
numerical method, to propose an equation capable of calculating
the capacitance value of non-ideal capacitors.

Index Terms—Perturbation theory, Finite element method,
FEMM, Edge effects, Parallel plate capacitor.

I. INTRODUCAO

No campo da engenharia elétrica os capacitores de pla-
cas paralelas sdo aplicados em diversas dreas de sensoria-
mento, como de proximidade, pressdo e presenca. Em cursos
introdutérios o capacitor é apresentado como um simples
componente eletronico, mas, na realidade, apresenta diversos
problemas, pois sua capacitincia é sensivel e pode se desviar
substancialmente dos valores tedricos [1].

A capacitancia de um capacitor ideal de placas paralelas é
dada em (1) [2]. No entanto, estd equagdo € valida para um
capacitor ideal em que o campo elétrico E estd estritamente
confinado entre as placas e é perpendicular a elas [3].
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O processo de fabricacio de capacitores ndo é um problema
do ponto de vista tecnoldgico, mas a determinag@o correta da
sua real capacitancia é um desafio [4]. Este desafio se deve,
principalmente, aos efeitos de borda que ocorrem em capaci-
tores reais e sdo desconsiderados na equagdo da capacitancia
ideal.

Os efeitos de borda ocorrem em capacitores reais devido a
distribuicao ndo uniforme das cargas na superficie das placas
[1]. Nas bordas das placas a densidade de carga tende a ser
maior, o que contribui para um campo elétrico mais intenso
nas bordas, evidenciando que as linhas de campo elétrico fora
do capacitor nao devem ser negligenciadas [4].

Para problemas bidimensionais, a distribuicdo do potencial
elétrico V, e do campo elétrico E, de um capacitor pode ser

Ci =
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determinada pela solugc@o da equagdo de Laplace [5], descrita
em (2).

2 2
PV v >
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Neste trabalho a equacdo de Laplace é solucionada numeri-
camente a partir do método dos elementos finitos (MEF) a par-
tir do programa FEMM (Finite Element Method Magnetics).
Além de ser possivel observar os efeitos de borda, a carga
total em cada uma das placas também ¢é dada pelo programa
FEMM, o que possibilita comparar o capacitor simulado com
o ideal.

O objetivo deste trabalho € propor uma equacdo que con-
sidera os efeitos de borda no calculo da capacitincia. Esta
equagdo € obtida com o auxilio do método dos elementos
finitos e da teoria da perturbagcdo ao se considerar os efeitos
de borda como uma perturbaciao do caso ideal.

II. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O MEF ¢é um método numérico empregado na solugdo de
problemas de valor de contorno (PVC) descritos por equacdes
diferenciais e com um conjunto de condi¢cdes de contorno
[6]. Entre as diversas condi¢des de contorno, se destacam as
condicdes de Dirichlet e Neumann [7].

A principal ideia do MEF ¢ discretizar todo o dominio do
PVC em pequenos subdominios conhecidos como elementos,
e aproximar a solucdo a partir de uma funcdo de interpolacio
em cada elemento [6].

O MEF pode ser formulado tanto pelo método dos residuos
ponderados quanto pelo método variacional [8]. O método
dos residuos ponderados € mais simples do ponto de vista
matematico, e parte diretamente da equacdo diferencial que
define o problema.

Uma equacdo diferencial pode ser representada simbolica-
mente como descrito em (3) [8], no qual L representa um
operador diferencial, u é a fung@o solucdo desconhecida e, p,
¢ a funcdo das fontes dentro do dominio.

L(u) =p 3)
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O MEF formulado a partir do método dos residuos pon-
derados consiste em substituir a fungdo solugdo u# por uma
funcdo de interpolacdo e, em seguida, multiplicar a equacio
diferencial por uma funcdo w conhecida como fun¢do de
ponderagdo [8]. Pela aproximagdo de Galerkin, a fungdo de
ponderacdo ¢é igual a fungdo de interpolagdo [6]. Por fim, a
equacdo € integrada ao longo de todo o dominio Q. de cada
elemento, como em (4).

N

L:M,Zkﬂjﬂ%=ﬁvﬁﬂ% (4)

= .

Desenvolvendo-se a Equacdo (4), no final se chega a um
sistema matricial de equagdes algébricas que, apds a sua
solucdo, descreve o comportamento da fun¢do u ao longo de
todo o dominio do problema.

III. TEORIA DA PERTURBAQAO

A teoria da perturbacdo é o estudo do efeito de pequenos
disturbios sobre um problema matemadtico [9]. A aplicacdo
da teoria da perturbacdo se baseia em identificar um pequeno
parimetro A, denominado pardmetro de perturbacdo, de tal
modo que quando 4 = 0 o problema possui uma solucio
conhecida [10].

Como exemplo da aplicacdo da teoria da perturbacdo, se
pode considerar a equagdo algébrica dada em (5) [11].

x=1+A° ®)

Quando o parametro de perturbacdo é nulo (1 = 0) a solucéo
de (5) é dada de acordo com (6).

x=1 (6)

A diferenca entre (5) e (6) é que a primeira corresponde a
uma equagdo perturbada, enquanto a outra ¢ uma equagio nio
perturbada [12].

Problemas que possuem solucdo analitica quando 4 = 0,
podem ter sua solucdo para pequenos valores de A expandida
em uma série de poténcias de A [11], como descrito em (7).

x=1+/1x1+/12x2+/l3x3+-~ (7

Na maior parte das aplicagdes, considera-se apenas um
ou dois termos da expansdo em série de poténcia [12]. A
justificativa para ignorar termos de maior ordem se deve ao
fato de que na teoria da perturbacdo se assume que 0 < A < 1,
portanto A2 < A, e assim por diante, além de que, quanto mais
termos sdo considerados maiores se tornam os calculos [13].

Mesmo que um problema ndo contenha um parametro A,
a depender da sua complexidade, as vezes € aconselhdvel
introduzir o pardmetro de perturbacdo de modo que quando
A = 0 se tem o problema original sem perturbacdo [10],
ja que os métodos de perturba¢do sdo capazes de produ-
zir uma aproximacgdo analitica que depende da solugcdo sem
perturbagado [9].

Por fim, se pode resumir que a teoria da perturbagdo pode
ser aplicada para encontrar uma aproximac¢do a um problema
real a partir da sua formulacdo ideal.

IV. EFEITOS DE BORDA TRATADOS COMO UMA
PERTURBACAO

Neste trabalho se considera somente capacitores de placas
paralelas quadradas e que possuem como dielétrico o ar,
além de que as simulacdes sdo feitas somente no espaco
bidimensional. Dito isso, a Figura 1 ilustra um capacitor de
placas paralelas e a distribui¢do do seu campo elétrico. A partir
desta ilustragdo, é possivel observar o campo elétrico fora da
regido interna do capacitor que € desconsiderado no caso ideal.

Figura 1. Efeitos de borda em um capacitor de placas paralelas quadradas

Devido aos efeitos de borda serem analisados numerica-
mente a partir do programa FEMM, a capacitincia obtida
se desvia em relacdo a capacitincia real medida por um
analisador de impedancias, por exemplo, ja que se desconsi-
dera interferenciais que ocorrem em aplicagdes praticas, como
variagOes de temperatura. Portanto, a capacitancia ideal C; é
comparada com a capacitancia Cs resultante da simulacdo, que
¢ tomada como referéncia. Como o programa FEMM estima
a quantidade de cargas em cada uma das placas do capacitor,
a capacitancia simulada é definida como em (8).

C== ®)

Considerando-se os efeitos de borda como uma perturbacio
em relacdo ao caso ideal, se pode definir uma capacitincia
de aproximagdo Cg,prx como sendo constituida pela soma
de duas parcelas, sendo a primeira a prdpria capacitancia
ideal, e a segunda sendo a capacitincia ideal multiplicada pelo
parametro de perturbacdo A, de acordo com (9).

Caprx =C; +AC; (9)

A capacitincia Cyprox € uma aproximagio a capacitancia
simulada Cs ao se considerar os efeitos de borda como uma
perturbag@o ao caso ideal. Caso o parametro de perturbacio A
seja nulo, se tem a equacgdo sem perturbacdo que corresponde
ao caso ideal descrito em (1).

Na Equacdo (9) o parametro de perturbacao tem por objetivo
inserir uma perturbagdo na capacitincia ideal. E importante ter
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em mente que para cada configuraciio de capacitor, se tem um
parametro de perturbacdo de valor diferente, ou seja, o grau de
perturbacdo no modelo ideal depende do problema em andlise.

V. DEFINICAO DO PARAMETRO DE PERTURBACAO EM
FUNCAO DAS CARACTERISTICAS FISICAS DO CAPACITOR

Uma maneira de definir o valor do pardmetro de perturbagio
A, € substituir o valor de Cy, encontrado pelo MEF, em (9). No
entanto, este processo deve ser feito a todo momento em que
um capacitor diferente for analisado, além de ser um método
pouco pratico.

Como mencionado anteriormente, ao se ter uma solucdo
analitica conhecida quando 4 = 0, € possivel expandir o
problema em uma série de poténcias de A, tomando-se a
solucdo analitica como o primeiro termo da série. No en-
tanto, a Equagdo (9) permite uma abordagem diferente que
possibilita definir o parametro de perturbacdo em funcio das
caracterfisticas fisicas do capacitor. Desta forma é possivel
estimar um valor para o pardmetro de perturbagdo para cada
caso apenas com os dados construtivos do capacitor.

Como a capacitincia Cs € conhecida, e obtida a partir de
simulagdes, a sua substituicdo em (9) resulta em (10).

Cs
A=-1+ C.

E possivel notar, em (10), que quando C; for igual a C;,
o parametro de perturbacdo A é igual a zero, o que faz (9)
descrever a capacitancia de um capacitor ideal. Além disso, a
fracdo mantém o parametro de perturbacdo adimensional.

Para a defini¢do de A em funcdo de pardmetros construtivos
do capacitor, se analisa o comportamento da fracdo Cs/C; em
relacdo as variacOes de [ e d, no qual / € o comprimento de um
dos lados do capacitor em milimetros e, d, € a distincia entre
as placas também em milimetros. Para esta andlise, estudou-
se um conjunto de 72 dados com 80 mm <[ < 150 mm e d
variando de 10% de / a 80% de !.

A Figura 2 ilustra os valores amostrais e a superficie de
ajuste, no qual Cy/C; é representado por k para simplificar a
notacao.

(10)
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Figura 2. Superficie de interpolacdo de k em fungio de / e d

A superficie de ajuste ilustrada na Figura 2 € descrita em
(11). Seu R? (coeficiente de determinacio), valor que mede o
quao préximo os pontos amostrais estdo da curva de ajuste, é
de 0, 9956.

d !
1,373 1+ =2 ) 1o L B
k=1.373 ( +52,370) ( 456,900) b

Substituindo (11) em (10), se obtém o pardmetro de
perturbacdo dado em (12).

d !
a_—1+1,373-(1+ 52,370) ' (1 ~ 456,900

VI. RESULTADOS E DISCUSSAO

) 12)

Com o resultado expresso em (12), o pardmetro de
perturbacdo pode ser estimado a partir do comprimento / da
placa, em milimetros, e da distancia d entre as placas, também
em milimetros.

Para a comparacdo de resultados, a capacitincia Cg obtida
a partir do programa FEMM ¢é comparada com a capacitancia
Caprx dada em (9), no qual o pardmetro de perturbagdo é
estimado a partir de (12).

A Figura 3 ilustra os valores obtidos para quatro tamanhos
diferentes de placas com a distancia d variando entre 10% e
80% do comprimento da placa. Como se pode observar, devido
aos efeitos de borda, a capacitincia ideal se mantém abaixo
da capacitancia simulada Cs e da capacitincia Cqp; .

Para cada uma das quatro configuracdes de capacitor, o erro
relativo percentual é calculado como em (13), tomando-se a
capacitancia Cg como referéncia.

|CS - Caprx|
|Cs|

A Tabela I lista os maiores e menores erros relativos
percentuais para as quatro configuracdes de capacitores com
suas capacitancias ilustradas na Figura 3.

ErroRelPer = - 100% (13)

Tabela I
ERROS RELATIVOS PERCENTUAIS

[ [mm] | Maior Erro [%] | Menor Erro [%]
80 5,318 0, 602
115 1,371 0, 143
130 2,467 0,227
150 6, 165 0,226

A Figura 4 ilustra o comportamento do parimetro de
perturbagdo A, para um capacitor com placas de dimensdes
I = 80 mm, a medida em que a distdncia entre as placas
aumenta. O que ndo € interessante se observar aqui € o seu
comportamento linear, ja esperado de acordo com (12), mas
o fato de que o pardmetro de perturbacdo tende a ser maior a
medida em que a distincia entre as placas aumenta.

Como mencionado anteriormente, o propésito do parametro
de perturbacdo em (9) é o de inserir um grau de perturbacio
no modelo ideal. A Figura 5 ilustra um capacitor de placas
paralelas com placas de dimensdes de 150 mm e distancias
de 20 mm e 90 mm entre as placas. Para o capacitor com
distancia menor entre as placas, de 20 mm, € nitido que o
campo elétrico é mais uniforme entre as placas e os efeitos
de borda sdo de menor magnitude. J4 para o caso em que a
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Figura 4. Comportamento do pardmetro de perturbagdo A em relagdo a
distancia d entre as placas do capacitor

distancia € maior, de 90 mm, a distribui¢cdo do campo elétrico
€ menos uniforme entre as placas, além de que os efeitos de
borda passam a ser mais significativos. Portanto, o aumento do
valor do parAmetro de perturbacdo estd em concordancia com
aumento dos efeitos de borda a medida em que a distancia
entre as placas se torna maior.

VII. CONCLUSAO

Neste trabalho se mostrou que a capacitancia ideal difere da
capacitancia de um capacitor real devido aos efeitos de borda.
Uma breve explicagdo do método dos elementos finitos e da
teoria da perturbacdo foi apresentada.

Com a aplicacdo da teoria da perturbagdo, se demonstrou
um novo método de abordagem dos efeitos de borda ao
considera-los como uma perturbagdo no capacitor ideal.

Com o auxilio do método dos elementos finitos, e a partir da
andlise de um conjunto de dados, se obteve uma equagdo para

| =115 mm
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Valores de capacitancia para quatro configuragdes diferentes de placas

Figura 5. Comparacdo da distribuicdo do campo elétrico de um capacitor
com [ = 150 mm e distancias de 20 mm e 90 mm

a estimagdo do parametro de perturbacdo em funcdo das ca-
rateristicas construtivas do capacitor. Os resultados analisados
se mostraram satisfatérios.

Neste trabalho, os dados analisados se restringiram a capaci-
tores com dimensdes de placas de 80 mm a 150 mm. Resulta-
dos mais precisos para uma maior variedade de configuracdes
de capacitores podem ser obtidos ao se analisar uma maior
quantidade de dados.

Uma das maneiras de amenizar os efeitos de borda em
aplicacdes praticas, € a instalacdo de placas auxiliares nas
bordas do capacitor conhecidas como capacitor de guarda.
Estas placas ndo devem encostar no capacitor, devendo ser
instaladas a uma distancia minima possivel.
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