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Resumo: Neste artigo € apresentado o projeto de um controlador 7, aplicado ao modelo do

péndulo invertido sobre uma plataforma mdvel, onde é considerada a presenca de incertezas
paramétricas do tipo politépicas, e a otimizacdo de determinados indices de desempenho do
sistema de controle, sendo o critério de desempenho a norma 7,. No desenvolvimento do

controle 7, ¢ adotada uma abordagem por LMI’s, e com essa técnica e obtido um ganho do
controlador que estabiliza o sistema e minimiza a norma 7,. Os procedimentos para a

validacdo do controle foram feitos por meio de anélises e condi¢cGes matematicas e simulaces
computacionais com o software MATLAB.
Palavras-chave: Péndulo invertido. Incertezas Politopicas. Controle 7,. Inequacdes

Matriciais Lineares.

1. Introducéo

O péndulo invertido ¢ um sistema mecanico que vem sendo muito estudado em
controle de sistemas instaveis, 0 que torna sua planta bastante utilizada na investigacdo e
desempenho de vérias técnicas de controle.

O projeto de controladores para sistemas sujeitos a incertezas de parametros tem sido
um dos objetivos da teoria de controle robusto. Em Gongalves; Palhares; Takahashi (2004),
desenvolve-se o problema de otimizagdo da norma #, e #,_, por realimentagéo de estados, e

em Gongalves; Palhares; Takahashi (2006), o uso de controladores #, e 7, séo utilizados para

sistemas incertos.
Neste trabalho, é projetada uma lei de controle por realimentacdo de estados, cuja
matriz de ganhos € projetada de modo a estabilizar o sistema e minimizar a normat,. A

proposta é projetar e avaliar o desempenho de um controlador 6timo 7, a partir de um

problema de otimizacdo convexa, apresentado na forma de inequacGes matriciais lineares
(LMI's).

No desenvolvimento desse controle, é considerada a presenca de disturbios e
incertezas no sistema de controle onde o parametro incerto a ser considerado é a massa do
péndulo que possui valor constante, mas desconhecido, embora esteja dentro de um intervalo
conhecido.

Para validagdes dos resultados, foram realizadas simulagcdes computacionais com o
auxilio do ambiente de simulacdo do Matlab no ambiente Simulink.

2. Materiais e Métodos
O sistema em estudo consiste de um péndulo invertido em um carro mével, onde a
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barra sobre o carro fica livre para mover-se conforme ilustra a Figura 1. Primeiramente sera
feita uma descricdo do modelo em estudo considerando as equac@es da fisica que descrevem a
dindmica do movimento do carro conforme encontrado em (BUGEJA, 2003).

Para o desenvolvimento do modelo do péndulo invertido sobre uma plataforma movel,

considere a Figura 1.
Figura 1 - Péndulo invertido sobre carro moével
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Fonte: Adaptado de Bugeja, (2003)

As equacdes dos movimentos para esse sistema foram obtidas utilizando-se as Leis de
Newton. Dessa forma, considerando o diagrama de corpo livre da Figura 1, tem-se que:
F =(M +m)%+mldcosd—mlé?send (@))
(I +mlI?)d + mglsend = —mlx cos & (2)
As equacdes (1) e (2) ndo sdo lineares. Para encontrar a funcdo de transferéncia do
sistema, é necessario obter um modelo linearizado. Considerando o ponto de equilibrio do
sistema representado pela Figura 1, onde o valor de é considerado a partir da posicao de
equilibrio representado por 8=7—¢, onde ¢ é uma pequena variagdo de & da posicdo
vertical do péndulo invertido. Dessa forma, linearizando as equacdes (1) e (2), obtém-se as
equac0es linearizadas:
M+m)X—-mlp=F ©)
(1 +ml*)¢g—mglep = mix (4)
Para o projeto de controladores usando realimentacdo de estados, o ganho de
realimentacdo de estado 6timo pode ser obtido pelo sistema de controle obtido em
(AGUIRRE, 2007):
X(t) = Al@)x(t) + B(a)u(t) + B, (e)w(t),
z(t) = C(a)x(t) + D(x)u(t),
y(®) =C, (@)x(t) )

onde, x(t) e R",u(t) e R™, w(t) e R', z(t) e R, ey(t) eR", representam respectivamente o0s
vetores de estado, de controle, de perturbacdo, de saida controlada e a saida medida.
Considere ainda para o sistema (5) que:

- 035,030

Cla)= ZN:aiCi ,D(a) = ZN:ai D,,C,(a) = ZN:aiCyi

(6)
sendo que:
N
a;20,i=1..Ned o =1
™
onde, i=1..Nno qual N=2", n representa 0 numero de parametros incertos, e

A.B,B,.C;, D e C, sdo matrizes constantes para cada parametro incerto.
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Para calcular a norma 7, para o sistema em malha fechada, considerando a lei de

controle por realimentacdo positiva Aguirre (2007) de estado linear definida por u = Kx(t),
obtém-se as LMI's:

minTr{J},

sujeitoa :

B, (@) >0
B,(@) X |

A(@)X + XA(a)+B(a)Z +ZB'(a) XC'(a)+ZD'(a)]_ 0
C(a)X +D(a)Z -1 o

(8)

A partir da solugdo, obtém-se a matriz de realimentagdo de estados.
K=2X" 9)

e anorma H, do sistema, com o ganho obtido é:

[Teull, < 4T Q) (10)

Através do modelo linearizado das equacdes (3) e (4) sdo obtidas suas representacdes
em espacos de estados descrito por (11) e (12), onde o disturbio a ser considerado é
representado pela massa m presente nas matrizes:

[0 1 0 0 0
X m?gl? X (I +ml?)
o2 2 Y 2
>f _ (M +m)1 +Mml X N (M +m)Il +Mml ! (11)
¢ 00 0 1(¢ 0
¢ 0 mgl(M +m) ¢ ml
(M +m)l +MmI* (M +m)l +Mml? |
X
{1 00 O} X {0}
y= +| |
001 0/g]]0
¢ (12)

3. Resultados e discussoes

Para o sistema do péndulo invertido, foi considerado que o péndulo tem uma massa de
valor constante e pertencente dentro de um intervalo conhecido. Portanto, a massa do péndulo
terd uma variacdo no intervalo de [m+5] a [m-¢5]. Para esse sistema, serd considerado
também que: M =0,5kg , m=0,4kg, | =0,15m e | =0,003kgm.

Considerando que a margem de incerteza da massa do péndulo seja de 40% tem-se
que, as matrizes A(a) e B(a) formam uma combinagdo convexa de dois vértices que séo
representadas pelos seguintes elementos:

0 1 0 0 01 0 0 0 0

0 0 25841 0 0 0 73016 O 1.7073 1.6456
Al = Az = Bl = e B2 =

0 0 0 1 00 0 1 0 0

0 0 531176 O 0 0 92139% 0

7.3171 8.8608 ’ (13)

onde é considerado que B, eB,,sdo iguaisa B,eB,.
Para o problema de controle definido em (8), busca-se a fungéo objetivo f, de modo
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que a lei de controle u(t) minimize a norma 7, . Para isso, considere as seguintes variaveis:

I=[1] (14)
X11 X12 X13 Xl4
X = Xo Xy Xy Xy
Xz Xyg Xg3 Xy
Xia Xon Xy Xy (15)
Z=[z, z, 7, 1,] (16)
Assim, na descricdo do problema por LMI's,
Vy :[J X X Xy Xg Xy Xy Xy Xy Xy Xy 4 L, I3 ]’, (17)
e a funcéo objetivo é descrita por:
fo=Tr{J} (18)

Aplicando a condicdo dada em (8) as matrizes dos vertices representadas por (13),
tem-se que o ganho do controlador obtido por programacao no Matlab é dado por:
K =[66.8728 49.3949 -86.7713 —15.0136] (19)

Assim a norma H, do sistema controlado é igual a:
norma’H, =0,3978 (20)
3.1. Simulacéao do péndulo linearizado considerando incertezas politopicas

Para o sistema linearizado do péndulo, foi obtida a planta da Figura 2 construida no
ambiente Simulink do Matlab.

Figura 2 - Planta para o sistema linearizado em malha fechada
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Fonte: Proprio autor, (2015)

Para a simulagéo, foram considerados dois valores para a massa do péndulo: (i) para a
massa minima, (ii) para a massa maxima, definindo dessa forma, dois vértices para o politopo.

Para a simulacdo do angulo do péndulo, considerando a massa do péndulo minima e
maxima, foi obtido o resultado mostrado na Figura 3.
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Figura 3 - Angulo do péndulo considerando o ganho do controlador

para a massa do péndulo minima e maxima
x10° Resposta ao degrau unitario
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Fonte: Proprio autor, (2015)

Para o grafico que representa o angulo de estabilidade do péndulo, verifica-se que, em
ambos 0s casos da massa, 0 sistema estabiliza na posigdo zero graus conforme esperado,
sendo o comportamento diferenciado apenas no instante anterior a 2 segundos.

4. Concluséo

Neste trabalho, foi apresentada uma modelagem matematica do sistema fisico de um
péndulo invertido sobre um carro mével. Considerando que o péndulo é um sistema altamente
instavel, projetou-se um controlador por realimentacdo de estados, considerando o sistema
sujeito a incertezas politopicas, onde o parametro incerto foi atribuido a massa do péndulo e o
critério de desempenho como sendo a norma H, .
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